n materia de aprendizaje profundo de ma-

temadticas (o de casi cualquier otro tema), la

confusién puede ser ttil. Yo sé que esta mis-
ma afirmacién puede resultar confusa para algu-
nas personas. Después de todo, confusion suena
como lo opuesto de claridad, que es normalmente
el objetivo de la educacion. Los maestros buscan
que los alumnos tengan habilidades y conocimien-
tos perfectamente claros. Se les presenta un pro-
blema o una pregunta y ellos proveen respuestas
correctas. Sin embargo, el viaje hacia la claridad se
puede facilitar por medio de brotes productivos de
confusién en el camino.

En este trabajo, presentaré un muy breve repaso
de las definiciones del entendimiento matemati-
co, principalmente en cuanto a sus diferencias de
las competencias procedimentales o el aprendizaje
mecanico. Luego, proporcionaré ejemplos de las di-
ficultades que pueden surgir cuando los maestros o
los materiales didacticos simplifican los conceptos
matematicos abstractos con el fin de hacerlos mas
accesibles y claros para los nifios. Para finalizar,
propondré algunas maneras de usar materiales ma-

matematico

nipulativos, la conversacién y la confusién construc-
tiva como mecanismos para fomentar un proceso de
aprendizaje profundo en las clases de matematicas.

Piense en esta ecuacion: a + b = c. ; Qué significado
tiene para usted? ;Qué podrian representar estos
simbolos? Quizas a simboliza el nimero de video-
juegos que yo tengo y b es el numero de videojue-
gos que usted tiene. Entonces c serfa el numero de
videojuegos que tenemos en total. O a podria ser el
numero de goles que anoté antes del partido de hoy
y b, el niimero de goles que anoté hoy. Aqui, c¢ seria
el nimero de goles que he anotado hasta el momen-
to. Pero tal vez b sea el niimero de goles que creo
que anotaré en el partido de mafiana. O ¢ podria ser
el nimero total de goles que quiero anotar esta tem-
porada. En este caso, b seria el nimero total de goles
que me hacen falta para llegar a mi meta. Me mareo
de solo imaginar todas las posibilidades.

Incluso puede que a, b y ¢ ni siquiera sean la mis-
ma cosa. Por ejemplo, a podria ser un nimero de
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manzanas y b, un nimero de bananos. Entonces
c es el numero total de manzanas y bananos jun-
tos que pueden agruparse como frutas. Siempre
sumamos cosas distintas: paletas + chocolates =
dulces; ovejas + vacas = ganado; gatos + perros
= mascotas; hombres + mujeres = personas. Hay
un sinfin de posibilidades.

Todo lo mencionado hasta ahora implica cantidades
discretas, objetos individuales que se pueden con-
tar. ¢Qué pasa con algo como el agua o el tiempo?
El agua es una sustancia continua, como la arena, la
leche o el chocolate derretido. Se pueden “contar”
en gotas o granos, pero generalmente se miden en
unidades arbitrarias. Podrian ser cubetas de agua
o kilos de arena. Y el tiempo ni siquiera es un ob-
jeto fisico. ¢Qué sentido tendria sumar cubetas de
chocolate liquido y minutos? a + b = ¢ podria ser
cualquier cosa, pero esto no significa que todas las
opciones sean légicas.

Si remplazamos las letras con nimeros, como
8 + 3 = 11, la situacién dificilmente se vuelve
mas concreta. /8 qué? Aunque sea cierto que
8 de algo mds 3 de algo es igual a 11 de algo,
¢quién combinaria 8 motos y 3 planetas? ;Y 8
minutos mas 3 segundos? 8 + 3 es 11, pero 8
minutos + 3 segundos no suma 11 de nada.

Los simbolos en las matemadticas son sorprenden-
temente versatiles y abstractos. Y, sin embargo, de
alguna manera esperamos que los estudiantes en-
tiendan lo que significan y cémo funcionan. Com-
paremos el a, b, c de matematicas con el a, b, ¢ de
la lectura. En la lectura, cada letra representa un
sonido especifico. En ciertas circunstancias, algunas
letras pueden tener un sonido diferente, pero las
opciones son muy limitadas. La letra t en el idioma
espafol produce el mismo sonido al decir tangen-

te, triple y tierra. No cambia. Esa misma letra t en
matematicas, por otro lado, es algo completamente
distinto. Aunque muchas veces se utilice para re-
presentar tiempo, no sabemos cuanto tiempo ni en
qué unidades. Podrian ser 3 segundos o 4 billones
de afios.

Las matemadticas estan llenas de representaciones
abstractas. Lograr que los estudiantes entiendan
los simbolos y conceptos matematicos siempre ha
sido un reto (National Research Council, 2005)FH.
Incluso llegar a un acuerdo sobre la definicion de
entendimiento ha sido dificil (vea las quejas del ma-
temdtico Kevin Devlin, por ejemplo, 2007) F. ¢El
entendimiento se trata de explicar por qué un pro-
cedimiento funciona, saber cuando y cémo aplicar
un procedimiento, o tener la habilidad de com-
prender las operaciones matemadticas en contexto?
Los Estandares Bdsicos Comunes de los Estados
Unidos para Matematicas sugieren lo siguiente:

Pero ;qué es realmente el entendimiento matemdtico?
Una caracteristica distintiva es la habilidad de justifi-
car, segtin la madurez matemdtica del estudiante, por
qué una proposicion es verdadera o de dénde viene
una regla. Hay un mundo de diferencia entre un estu-
diante que puede usar una regla mnemotécnica para
expandir, por ejemplo, (a + b) (x +y) y un estudiante
que tiene la capacidad de explicar de donde viene la
mnemotécnica. El estudiante que puede explicar de
donde viene la regla entiende las matemdticas y pue-
de tener mayor probabilidad de resolver exitosamente
una tarea menos comtin, como expandir (a + b + ¢)
(x + y). El entendimiento matemdtico y las habilida-
des procedimentales son igualmente importantes, y
ambas pueden evaluarse a través de tareas matemdti-
cas lo suficientemente robustas (Common Core State
Standards Initiative for Mathematics, 2010, p. 4) E}

Como suele ocurrir, la descripcion del entendimien-
to recae en una yuxtaposicién del conocimiento y las
competencias procedimentales. Incluso si los maes-
tros logran que los nifios recuerden informacion y
sigan reglas, el entendimiento requiere que los estu-
diantes comprendan lo que esa informacién significa
y por qué esas reglas funcionan. El entendimiento
también enriquece la transferencia, la habilidad del
estudiante de discernir cudndo un procedimiento se
puede aplicar a una tarea o situacién novedosa.

Para el propdsito de este trabajo, el entendimiento
incluye todo lo anterior. Un estudiante que entien-



de a + b = c tiene una creciente biblioteca
mental de ejemplos de lo que esa ecuacién
puede significar. Esa biblioteca puede ini-
ciar con los ejemplos de niimeros enteros
positivos que mencioné antes e incorporar
un poco de sensatez para cuestionar la
suma de planetas con motos o rebatir que
11 sea la respuesta de la combinacién de
8 minutos y 3 segundos. El entendimien-
to se profundiza y expande con fracciones
y numeros negativos. Agregar pérdidas y
ganancias quiere decir que a veces ¢ puede
ser menor que a. Entender las relaciones
aditivas en a + b = c capacita a los estu-
diantes para aplicar la flexibilidad ope-
racional a problemas de valor faltante y
situaciones de sumas desconocidas. El
aprendizaje profundo de matematicas es
rico. ¢Por qué parece ser tan dificil?

Dificultades para el
entendimiento

En los afios 60, la reformadora de la edu-
cacién Maria Montessori y el psicélogo
Jerome Bruner resaltaron la conexién
entre la mente y el cuerpo. Para Montes-
sori, observar a un nifio hacia «obvio que
el desarrollo de su mente se produce con
sus movimientos». Para ella, «la mente y
el movimiento van de la mano» (Montes-
sori, 1967) 1, y sus escuelas incorporaron
esta relacion a sus métodos de ensefian-
za. Bruner, desde su posicién académica,

propuso que el entendimiento conceptual
de los nifios progresaba de una represen-
tacion «enactiva» a «iconica» a «simbdli-
ca» (Bruner, 1964) [. Para explicar, usa-
ba el ejemplo de un bebé que mueve un
sonajero. La accion de mover el juguete
crea un sonido que es asociado estrecha-
mente con el sonajero. Cuando al bebé se
le cae el juguete de la cuna, él mueve y
abre su mano para saber si el sonido sigue
ahi. Eventualmente, la imagen del jugue-
te se vuelve suficiente para representar la
accién de mover y crear sonido. Mds ade-
lante, la palabra sonajero se vuelve una
representacion simbdlica de cualquier ju-
guete que hace ruido cuando lo mueven.

Montessori y Bruner especularon que,
para un nifio, el entendimiento del mundo
proviene de su interaccién con este. Bru-
ner traz6 una progresion que transforma
esas experiencias enactivas iniciales a
entendimiento conceptual. El desarrollo
del entendimiento de los niimeros en ni-
fios es uno de los ejemplos mds comunes
de la aplicacién tedrica de la progresién
enactiva-iconica-simbdlica de Bruner, re-
nombrada metodologia concreta-pictdri-
ca-simboélica por educadores de matema-
ticas (Leong, Ho y Cheng, 2015) [l. Los
nifilos empiezan por contar objetos reales,
moviéndolos con sus manos mientras los
cuentan en voz alta. El proceso se vuelve
un poco mas abstracto cuando los objetos
reales son remplazados por materiales
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manipulativos

pictdricos (o iconos, en el lenguaje ori-
ginal de Bruner). En lugar de manipular
fisicamente patitos de juguete, por ejem-
plo, el nifio puede contar con sus dedos
(Fuson, 1988) fl. Un dedo representa 1
patito. Ese mismo dedo podria represen-
tar 1 uva o 1 segundo o 1 afio. Cuando
un nifio levanta cuatro dedos para indi-
car que tiene 4 afios, esta demostrando
la etapa de representacion icénica de
Bruner. La interacciéon con un objeto real
es remplazada con un objeto icénico, ya
sea un dedo, una ficha o una linea, que
podria representar cualquier objeto, no
solo el que se esta contando. La represen-
tacion se vuelve completamente abstrac-
ta cuando el simbolo 4 se reconoce como
una representacién de cuatro objetos. No
hay una correspondencia uno a uno entre
el nimero 4 y la cantidad cuatro, como
sucede con 4 dedos o 4 lineas.

Esta progresion de lo concreto a lo abstrac-
to, ya sea en cuestion de nimero o de otros
conceptos matematicos, no es automatica.
Por ejemplo, los investigadores han des-
cubierto que la manera de contar con los
dedos varfa segtn la cultura (Bender &
Beller, 2012) (J. En algunas culturas, se
empieza a contar con la mano izquierda,
en otras, con la derecha. Con qué dedo se
comience a contar (indice, mefiique o pul-
gar, por ejemplo) también varia segun la
cultura. Entre nifios ciegos, contar con los
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dedos es menos definido (Crollen, et. 4l., 2011) [
. Estudios de neurociencias sugieren que la forma
de contar con los dedos puede influir en la manera
en que el cerebro procesa los niimeros (Berteletti
y Booth, 2016; Tschentscher, 2012) i}, y que este
efecto perdura hasta la adultez (Hohol, et. al., 2018)
f¥1. El uso de los dedos o cualquier otro icono como
medio para asistir en la transicion de experiencias
concretas a entendimiento conceptual tiene que ser
meditado e intencional. Sino, el entendimiento ma-
tematico se puede descarrilar en el camino.

Deborah Ball, una educadora e investigadora de
matematicas, advirtié en 1992 acerca de la «ilu-
sién magica» de que con solo poner materiales ma-
nipulativos (como se conoce a las representaciones
icénicas en la educacién matematica) en las manos
de los nifios, esto automdticamente conduciria al
entendimiento conceptual (Ball, 1992) fF]. A Ball
le preocupaba que los objetos representativos se
usaran en formas procedimentales que en realidad
debilitaran el objetivo previsto del entendimiento
conceptual y que los maestros, cuyo entendimien-
to conceptual también fuera deficiente, no supie-
ran como aprovechar estos objetos plenamente. Es
probable que Ball tuviera razén al preocuparse.

Piense en materiales manipulativos que se usan
con frecuencia para el entendimiento de las frac-
ciones. Un diagrama circular tiene por objeto re-
presentar una pizza o algun tipo de pastel con el
que los nifios hayan tenido experiencias concretas.
No obstante, esas experiencias concretas, de la
vida real, pocas veces son tan claras como el mate-
rial manipulativo. Los diagramas circulares estan
pre-cortados en pedazos iguales. Los pasteles rea-
les, al menos los que yo como, casi nunca lo estan.
«Cuando los nifios utilizan materiales manipulati-
vos moldeados anticipadamente para representar
fracciones, puede que no se den cuenta de la rele-
vancia de que los pedazos sean del mismo tamafio»
(Empson, 1995) FE]. En este caso, el nivel pictérico
no refleja la accién de cortar pedazos de tamafios
iguales. Ese paso ya esta hecho. Con esto, se elimi-
na el puente a la abstraccién de que un simbolo de
fraccion como 1/6 signifique 1 de 6 partes iguales.

El uso excesivo del diagrama circular también pue-
de llevar a una abstracciéon que presenta dificulta-
des para evolucionar con el sistema numérico. Por
ejemplo, los estudiantes pueden llegar a “enten-
der” que las fracciones siempre son menores que 1,
un error comun que impide el reconocimiento de

las fracciones como nimeros que pueden existir en
cualquier parte de la recta numérica (Niemi, 1996)
Y. Una representacién o modelo que vincule lo
concreto con lo simbdlico puede funcionar para
un periodo de educaciéon matematica (como para
numeros enteros o fracciones simples), pero ser
insuficiente para educacion posterior que presente
otras formas numéricas (como fracciones mixtas o
numeros negativos).

El entendimiento evoluciona cuando los estudian-
tes van incorporando nuevos conocimientos a sus
redes existentes de entendimiento (National Re-
search Council, 2005) . En ocasiones, cuando los
maestros intentan facilitar el contenido que estan
ensefando a sus estudiantes por medio de modelos
y reglas simplificadas, puede que en realidad los es-
tén predisponiendo a tener mayores dificultades en
el futuro con contenidos mas avanzados. Es verdad,
por ejemplo, que los nlimeros enteros avanzan hacia
la derecha en la recta numérica conforme se hacen
mayores, pero las fracciones unitarias se mueven en
la direccidn opuesta, acercandose al cero, conforme
crece el denominador. También es verdad que mul-
tiplicar nimeros enteros positivos siempre resulta
en un producto mayor que cualquiera de los facto-
res, pero la multiplicacién de fracciones no siempre
da un nimero mayor.

Las experiencias concretas tempranas de los nifos,
asi como los modelos y el lenguaje que los maes-
tros utilicen para ayudarlos a convertir esas exposi-
ciones enactivas en entendimientos generalizables
puede conducir a tergiversaciones matematicas, o,
mejor dicho, a entendimientos incompletos (ver
Ashlock, 2009 para un resumen robusto de equivo-




caciones comunes que cometen los estudiantes en
matemdticas) ff3. La evolucién del entendimien-
to debe ser continua, revisada constantemente y
realizada con el uso prudente de materiales exten-
sibles que favorezcan al desarrollo a lo largo del
tiempo. Ahora presentaré algunas directrices para
este proceso educativo.

Infunda la perspectiva
que las matematicas
deben tener sentido

A principios de 2018, la noticia sobre un problema
de matematicas desconcertante que fue presenta-
do a nifios de primaria en China dio vuelta al mun-
do (Rezaian, 2018; BBC, 2018; entre otros) [¥4. Fl
problema era: «Si en un barco hay 26 ovejas y 10
cabras, ;qué edad tiene el capitan del barco?» Si
usted contestd 36, no esta solo. Si se sintié confun-
dido y concluyé que la pregunta no se puede res-
ponder con la informacién dada, usted es parte de
la minoria. Sumar ovejas y cabras para determinar
la edad de alguien no tiene sentido, pero esto no
detuvo a los estudiantes chinos, y a muchos otros,
de hacer justamente eso.

De hecho, el problema de la Edad del Capitan tiene
una larga historia. Se remonta a los afios 70, cuan-
do investigadores lo usaban para revelar la dispo-
sicién de los estudiantes a abandonar la 1égica en
el ejercicio de procedimientos matematicos apren-
didos (ver Verschaffel, Greer y de Corte, 2000 para
un repaso de esta investigacion y otras relaciona-
das) [E]. Fl problema pone en evidencia que los
estudiantes generalizan, a partir de sus experien-

cias en el salén de clases, que los problemas escri-
tos se pueden resolver usando los nimeros que se
presentan en ellos. Los nifios resuelven muchisi-
mos problemas escritos calculando las cantidades
disponibles. No piensan, solo hacen. En efecto, la
escuela en China que presentd el problema a sus
estudiantes pretendia fomentar el «pensamiento
critico». Las autoridades de la escuela querian que
los estudiantes pensaran, en lugar de seguir ciega-
mente una serie de reglas procedimentales.

El tipo de entendimiento que detallé al inicio de este
trabajo es todo lo opuesto a esta accién procedimen-
tal inconsciente. Los estudiantes que yo describi
cuestionarian la idea misma de sumar ovejas y ca-
bras para obtener un resultado en afios. En animales,
tal vez. Pero no la edad de una persona. Para que el
aprendizaje profundo pueda crecer y prosperar, los
estudiantes tienen que percibir que las matematicas
que estan aprendiendo y haciendo tienen sentido con
lo que ellos ya creen que saben y entienden.

Una de las caracteristicas maravillosas de las mate-
maticas es su coherencia. Las reglas matematicas no
pueden ser reglas matematicas a menos que tengan
un sentido consistente. El lenguaje esta lleno de re-
glas arbitrarias. ¢ Por qué en espafiol algunos sustan-
tivos son femeninos y otros son masculinos? ¢Por qué
hay tantos verbos irregulares? En inglés hay muchas
mas excepciones. En matematicas, desde parvulos
hasta bachillerato, no se encuentra ninguna. Una re-
gla es una regla. Y aplica para nimeros enteros, de-
cimales, fracciones decimales, niimeros negativos, y
los simbolos abstractos que los representan.

Desafortunadamente, como revela el problema de
la Edad del Capitan, muy a menudo los estudiantes
se enfocan en lo que el educador de matematicas
Phil Daro llama «obtencién de respuestas» (Daro,
2014) [E). Si el patrén de comportamiento en clase
se centra en hacer calculos con los niimeros dados,
eso es lo que los estudiantes haran. Los maestros, y
el material didactico que usen, deberan encontrar
un equilibrio entre la competencia procedimental
(realizar célculos y seguir pasos) y un buen enten-
dimiento. Las reglas (como que la multiplicacion
siempre dard un nimero mas grande como res-
puesta) que pueden ayudar al estudiante por un
tiempo a obtener respuestas deben ser sustituidas
por propiedades matematicas que no expiran. a +
b siempre serd igual a b + a, incluso cuando a o
b sean fracciones o niimeros negativos. La explica-
cién de por qué un procedimiento matemadtico fun-
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ciond o no funciond debe acompaiiar a la obten-
cién de resultados y, en ocasiones, tener prioridad
sobre esta. A continuacion presento tres métodos
para favorecer ese cambio en la cultura y expecta-
tivas del salén de clases.

Utilice modelos extensibles
con intencionalidad

El entendimiento simbdlico se desarrolla a partir
de representaciones enactivas e icdnicas. Utiliza-
ré la suma y resta como ejemplo. Las experiencias
palpables de armar o desarmar objetos proporcio-
nan una base para entender el significado de las
sumas y las restas. Llevar zanahorias para el al-
muerzo, comerse algunas, y llevar las que sobraron
de vuelta a casa para comer mas tarde es una expe-
riencia con un problema de cambio (o de agregar/
quitar). Ver con envidia el nimero de calcomanias
que tiene un amigo puede llevar a una represen-
tacion enactiva de un problema de comparacién.
¢Quién tiene mas y cuantas mas? Poner manzanas
y bananos en una canasta de frutas ofrece una inte-
raccion concreta con un problema de combinacién
(o de armar/desarmar). Los problemas de cambio,
comparacién y combinacién pueden ocurrir con
cualquier tipo de ntimeros, en contextos fisicos o
no fisicos. Una persona ha trabajado parcialmente
en un monton de proyectos. ;Qué fraccion o porcen-
taje de los proyectos estd terminado? Este es un pro-
blema de combinacién que trata con fracciones de
proyectos. ¢Los estudiantes ya desarrollaron mo-
delos representativos de suma que puedan incluir
partes de proyectos?

¥ L"I =
=11

By me |_I“-

Al principio, las fichas pueden tomar el lugar de las
zanahorias, calcomanias o frutas. Pero los materia-
les manipulativos son engorrosos, y las fichas no
representan muy bien los niimeros no enteros. Las
representaciones iconicas de estas experiencias
concretas deben evolucionar y crecer conforme los
estudiantes van aprendiendo el sistema numérico.
También deben ser algo que eventualmente pue-
dan visualizar. Le educacién en matemadticas en
Singapur se ha construido a partir de la progresion
hacia entendimiento simbdlico de Bruner. El siste-
ma educativo busca usar modelos representativos
cuidadosamente (Leong, Ho y Cheng, 2015) .

Algunas representaciones iconicas se usan tempo-
ralmente. Por ejemplo, mover dieciséis partes de
1/16 a una tira de fraccion para formar un entero
da una fuerte sensacion tactil de la pequeiiez de
esas partes en comparacion con mover cuatro par-
tes mas grandes de Y4 para formar ese mismo en-
tero. La intencién es desarrollar el entendimiento
de las fracciones como partes iguales de un entero.
A mas partes iguales del entero, mas pequefio serda
el tamafo de cada parte. Las fracciones, ademas,
deben entenderse como parte del mismo sistema
numérico que incluye los conocidos niumeros en-
teros. El modelo de las fracciones como partes de
un entero se debe integrar a una representacion,
como una recta numérica, que ayude a visualizar
las fracciones como numeros y como parte de un
sistema coherente que incluye nimeros enteros,
decimales y, eventualmente, nimeros negativos.

Las reglas matematicas aplican igual para todos los
numeros. Los estudiantes deben ver esos niimeros
como parte del mismo sistema. Los modelos de
sumas y restas, como la recta numérica, deberian
estar disefiados para albergar el nuevo contenido
matematico del plan curricular. Para desarrollar
un aprendizaje profundo de matematicas, es nece-
sario poder desplazarse a lo largo de las represen-
taciones icénicas con el cambio en los contextos y
los contenidos.

Los modelos de barras o tiras, que se usan de apo-
yo para la educacién en matemadticas en Singapur
y otros lugares, proporcionan una extensibilidad
casi ilimitada para la representacién de las ope-
raciones. La abstraccion de los modelos de barras
(ver figura 1), sin embargo, requiere un aprendiza-
je temprano. No es facil aplicarlos en otros paises
o en otras culturas educativas (AIR, 2005; Gare-
lick, 2006) E)). Distintos modelos (ver figura 2)



se han utilizado con éxito tanto entre estudiantes
con necesidades especiales como entre estudiantes
de educacién normal en los Estados Unidos para
lograr el entendimiento de situaciones de suma y
resta (Fuson & Willis, 1989; Jitendra, 2002) Y.

{a) Type 1: part-whaole model (addition and subtraction]

+ Whole

v

o Part— s Part —————

(b} Type 2: comparison model [addition and subtracton)

Larger quantity

smaller quantity +— difference —w

Figura 1 (Modelos de barras de Singapur, Englard, 2010)

FT-TOCETHER

A CHANGELETAUESR

c

s D E
| [ l——=3] |
PP
CHANGE-GET-MORE A

p B

Figura 2 (bocetos matemadticos, Fuson & Willis, 1989)

Estos modelos muestran tipos de relaciones aditi-
vas. El contexto y la forma de los niimeros no tie-
nen importancia. No estoy abogando por el uso de
uno de los dos modelos. Estoy abogando por los
modelos, fisicos, visuales o virtuales (Pouw, et. 4l.,
2014; Tran, Smith y Buschkuehl, 2017) EEJll que
pueden crecer con el plan curricular. Las represen-
taciones icénicas exitosas son aquellas que estan
integradas de manera sistemadtica e intencional en
la educacién y que fomentan el desarrollo de mo-
delos mentales robustos a lo largo del tiempo. Los
modelos importan, y como se usen también.

Promueva las conversaciones
matematicas

La advertencia de Deborah Ball en contra de la
«ilusién magica» del uso de los materiales manipu-
lativos en matemadticas incluia un recordatorio de
que «el entendimiento no viaja de las puntas de los
dedos hacia arriba a través del brazo» (Ball, 1992)
Y. Los modelos representativos son herramientas
que favorecen el desarrollo del entendimiento. La
evolucion hacia lo abstracto tiene mayor respaldo
cuando se expone el entendimiento naciente del
estudiante, asi como sus confusiones. Los estu-
diantes deben hablar y compartir.

Escuchar y ver respuestas a problemas matema-
ticos dice poco acerca de los procesos cognitivos
(el pensamiento y el entendimiento) que llevaron
a la eleccion de las estrategias y la aplicacion de
un procedimiento que produjo esa respuesta. Des-
cubrir el posible pensamiento del estudiante para
calcular 99 + 99 puede ilustrar lo que quiero decir.
Tres estudiantes encuentran la respuesta correcta
(198) y comparten cémo llegaron a ella. Un estu-
diante resolvi6 el problema alineando los numeros
y usando un algoritmo (figura 3). El segundo es-
tudiante visualizo el 99 como 1 unidad menos que
100 (figura 4). Este estudiante se dio cuenta de que
sumar 100 a un ntimero era un célculo mental sen-
cillo. Calcul6 100 + 99 en su cabeza y obtuvo 199,
y luego restd el 1 que habia sumado antes y llegd a
la respuesta de 198. El tercer estudiante también
vio que 99 estaba cerca de 100 y eligié duplicar 100
yrestar 2: 100 - 2 = 200; 200 - 2 = 198

Figura 3
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Figura 4

Un cuarto estudiante da la respuesta 188. ¢La
respuesta incorrecta es producto de un error en
el procedimiento, de olvidar “llevar” el 1 que se
muestra en la Ffigura 3? Exponer el razonamien-
to de este estudiante revela algo mas (Figura 5).
Resulta que el cuarto estudiante descompuso el 99
en 90 + 9. 90 + 90 se puede calcular mentalmen-
te con facilidad, como también 9 + 9. El error fue
un descuido al combinar 180 y 18. Al momento de
describir su proceso de pensamiento, el cuarto es-
tudiante rdpidamente identifica su error y cambia
su respuesta a 198.

e —————

Figura 5

Todos estos, excepto el método procedimental, ex-
ponen el entendimiento subyacente general de los
numeros que tienen los estudiantes. Los nimeros
se pueden componer y descomponer. 100 puede
estar compuesto por 99 + 1. 99 se puede descom-
poner en 90 + 9. Las semillas de un entendimiento
mas simbdlico también pueden estar echando rai-
ces: 99 +99 = (99 + 1) + (99 + 1) - 2. Siempre
es verdadero quea + a = (a + b) + (a + b) - 2b.
Los estudiantes que hacen esta simple aritmética
estan lejos aun del algebra, pero los modelos que

utilizan hardn que la progresién hacia matemati-
cas mas simbdlicas sea mas fluida.

No pretendo hacer de menos el método procedi-
mental que usé el primer estudiante. Funciona,
y conversar acerca de por qué funciona y como se
relaciona con las otras estrategias puede hacer el
entendimiento mds profundo. Las investigaciones
sobre este tipo de conversaciones matematicas, o
platicas de nimeros, en el salon de clases sugieren
que si mejoran el entendimiento (Berger, 2017;
Kazemi, et. 4l., 2017; Parrish, 2011) . Los estu-
diantes no solo vuelven transparente su propio ra-
zonamiento, sino que pueden ver como piensan sus
pares. La mezcla de estrategias permite que los estu-
diantes comparen sus modelos subyacentes con las
acciones de sus compaiieros. Esto promueve el razo-
namiento por encima de la obtencién de respuestas.

Veamos también un ejemplo de solucién de un pro-
blema que se basa en los modelos aditivos que des-
cribi antes. Piense en esta situacion: Maria tiene al-
gunas calcomandias. Ella tiene mds calcomanias que yo.
¢ Cudntas calcomanias tengo yo? ;Cémo se podria re-
solver este problema? Imaginarse la relacién (Figura
6) puede revelar las posibilidades. Se podria resolver
el problema con una resta: las calcomanias de Maria
menos la diferencia es igual a mis calcomanias. Tam-
bién se puede organizar la solucién como un proble-
ma de valor faltante. Mis calcomanias mas la diferen-
cia es igual a las calcomanias de Maria.

Figura 6

Veamos cémo incluir niumeros puede influir sobre
su pensamiento. Maria tiene 30 calcomanias. Ella
tiene 19 mds que yo. ¢Cudntas calcomanias tengo
y0?30-19=?07?+ 19 = 30.

Cualquiera de las dos estrategias, sumar o restar,
nos da la respuesta. La suma y la resta estan rela-
cionadas:a+b=cyc-b=a.



A pesar de que compartir el razonamiento de los
estudiantes puede esclarecer su entendimiento
subyacente y desarrollar su comprension a través
del analisis del pensamiento de los demas, lograr
que hablen no es facil. En un contexto dominado
por la obtencién de respuestas, muchos estudian-
tes carecen de experiencia para explicar. Ademas,
si el contexto del salén de clases valora las respues-
tas correctas, compartir el pensamiento incorrecto
significaria arriesgarse a sufrir la humillacién de
parecer tonto. ;Coémo pueden crear los maestros
un ambiente seguro para que los estudiantes ha-
blen y posiblemente comentan errores?

Acepte la confusion
constructiva

El aprendizaje ocurre en el limite de las competen-
cias. Desarrollar el entendimiento es un proceso
evolutivo. Las equivocaciones y las confusiones no
solo son inevitables, son deseables. Algunos estu-
dios incluso sugieren generar confusion a propo-
sito, un proceso que a veces llaman induccién de
confusién, para incrementar las oportunidades de
aprendizaje de nuevos temas en general (D’Mello,
et. 4., 2014; Jason, et. 4l., 2018) J y de matema-
ticas en especifico (Kapur, 2014) 8. Cuando los
alumnos se encuentran en un nivel de confusion
adecuado, es mas probable que presten atenciéon
al contenido, que trabajen en incorporar nueva in-
formacidén a su conocimiento existente. Las tareas
comunes pueden llevar a la complacencia. El estu-
diante asume que ya sabe qué hacer. Cuando las
tareas son demasiado desconocidas, el alumno se
puede sentir abrumado y frustrado. La confusion
debe encontrarse en lo que Vygotsky llamé la zona
de desarrollo préximo del estudiante (Rogoff &
Wertsch, 1984; Encyclopedia of Critical Psycholo-
gy, 2014) ). La tarea se percibe como alcanzable,
pero hay algo nuevo o desconocido. Llamémoslo la
zona de confusién éptima (Graesser, 2011) ).

Algunos ejemplos para aclarar como es este limite:

¥ Piense en el problema 24 - 4. Para los estudiantes
que aprendieron el algoritmo estandar, la estrate-
gia de solucion de (25 - 4) - 4 puede resultar con-
fusa. ¢Como funciona esa estrategia? ¢Alguien
puede proponer otro ejemplo de esta estrategia?
¢Qué tal el problema 49 - 5? ; Se obtendria la mis-
ma respuesta calculando (50 - 5) - 5?

¥ Paraun nifo que acaba de aprender las fracciones

como partes iguales de un entero, la pregunta de
si 5/5 es mayor a 4/4 puede ser el limite que lo
hace dudar. 5 es mayor que 4, y 5/5 tiene 5 par-
tes, mientras que 4/4 solo tiene 4. Tal vez 5/5 es
mayor. Sin embargo, usar las tiras de fracciones
demuestra que son iguales. Regresar al modelo
representativo puede ayudar a aclarar el enten-
dimiento naciente. Las partes de 1/5 son mds pe-
quenas que las partes de %4.

¥ Adelantemos un poco el tiempo de este estudian-
te de fracciones y presentemos una tarea que in-
volucra compartir 3 bananos entre 2 personas.
¢3/2 puede ser una fraccion? Si3/2 esigual a 12,
tal vez el %2 sea la fraccidn, porque los enteros son
enteros, no son fracciones. ¢O si? ;Qué fraccion
de los 3 bananos recibe cada persona? ¢La tira de
fracciones sera suficiente para visualizar fraccio-
nes mayores que 1?

Las confusiones intencionales, en el momento y en
el nivel adecuados, pueden promover un aprendi-
zaje y un entendimiento mds profundos. En mate-
maticas, confundir a los estudiantes es facil. Lograr
la cantidad correcta de confusion para reforzar el
aprendizaje requiere reflexiéon y planificacion.
También requiere un ambiente seguro para explo-
rar esas confusiones...
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Nadie quiere parecer tonto. A todos nos impor-
ta como nos perciben los demads, y generalmente
tomamos medidas para proteger nuestra posicién
social (Sapolsky, 2017) EIi}J. Sucede lo mismo en-
tre los estudiantes. Si compartir la confusion o una
respuesta o explicacidon que probablemente sea in-
correcta en clase pone en riesgo la posicién social
del nifio, la accién mds segura podria ser permane-
cer en silencio. El <ambiente de error» en el salon
de clases de matemadticas es importante (Steuer y
Dresel, 2015; Grassinger, et. 41, 2018) EFY. Es nece-
sario que los estudiantes se sientan seguros para
cometer errores (para un resumen accesible de
investigaciones acerca de la mentalidad con rela-
cién a la identidad académica y la pertenencia, ver
Dweck, Walton, y Cohen, 2014) EH.

Construir un ambiente propicio para confundirse
y aprender de los errores implica establecer el es-
fuerzo constructivo como norma. Como mencioné
al inicio de este trabajo, empiece por infundir la
perspectiva de que las matematicas deben tener
sentido. Un ambiente de obtencién de respuestas
busca respuestas correctas. Una cultura de clase
basada en el entendimiento, por otro lado, anti-
cipa periodos de dificultad. Es normal esforzarse
cuando se estd aprendiendo algo nuevo, ya sea
los nimeros enteros, la multiplicacién, la suma de
fracciones con distinto denominador o la resolu-
cién de problemas algebraicos de varios pasos.

Refuerce el esfuerzo constructivo por medio de re-
compensas. Elogie a los estudiantes que expresen
claramente una confusion o identifiquen un error
en su pensamiento. Mantenga la retroalimenta-
cién positiva enfocada en las acciones productivas
de los estudiantes, no en sus fracasos o renuncias.

En una fase temprana, utilice las conversaciones
en parejas o grupos pequeiios para reducir la expo-
sicion al publico que tendria el estudiante frente al
grupo completo. Las platicas en grupos pequefos
posibilitan mayor participaciéon por parte de mas
estudiantes que las discusiones de la clase comple-
ta. Asi, los estudiantes tienen la oportunidad de
practicar hablar sobre matemadticas y generar con-
fianza para compartir su razonamiento.

Resalte el crecimiento individual de los estudiantes
en lugar de comparar el desarrollo. El aprendizaje
no es una competencia para ver quién aprende mas
y mas rapido. El objetivo es que todos logran un en-
tendimiento profundo y competencias procedimen-

tales. Haga que los estudiantes animen y apoyen el
éxito de cada compaiiero. Toma tiempo establecer
este tipo de ambiente en el salon de clases, pero esto
hace que el esfuerzo de resolver las confusiones y
equivocaciones inevitables del aprendizaje sea mu-
cho mds agradable y productivo.

La busqueda del entendimiento profundo en el
aprendizaje de matematicas le da sentido al con-
tenido y favorece su aplicacién en nuevos contex-
tos. Construir ese conocimiento abstracto es un
proceso continuo que involucra el uso de modelos
representativos para conectar experiencias concre-
tas con conceptos simbdlicos generalizables. Desa-
fortunadamente, el camino hacia el entendimiento
puede estar socavado por un énfasis excesivo en la
obtencion de resultados y en atajos para realizar
calculos que rdpidamente pierden su utilidad. La
naturaleza de las matematicas es coherente y con-
sistente. Los modelos representativos deben ser
elegidos cuidadosamente y usados como soporte
para la coherencia y la 16gica que son inherentes
a esta disciplina. Un ambiente de error productivo
puede facilitar la biisqueda continua de la claridad
conceptual si se normaliza la confusion y el esfuer-
Z0 constructivo, que son partes inevitables del pro-
ceso de aprendizaje. RM

Ver referencias del articulo en la version digital de la revista.






